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9.4   

平面闭区域上

的二重积分

Green 公式

Gauss 公式

高斯公式 通量与散度

边界曲线上的
曲线积分

空间闭区域上

的三重积分
边界曲面上的
曲面积分
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一、高斯公式

定理1 设空间闭区域Ω是由分片光滑的闭曲面Σ所
围成，函数P(x，y，z)、Q(x，y，z)、R(x，y，z)
在Ω上具有连续的一阶偏导数，则有
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∫∫∫
Ω （1′）

∫∫
Σ

++= ,)coscoscos( dSRQP γβα

这里Σ是Ω的整个边界曲面的外侧，cosα、cosβ、
cosγ是Σ上点(x，y，z)处的法向量的方向余弦。
公式（1）或（1′）叫做高斯公式。
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关于Ω的边界曲面的外侧：

如：Ω是一般的单连通区域时，曲面取外侧；

高斯公式的说明 :

2 2 2: 1 4x y zΩ ≤ + + ≤例：

2 2 2

2 2 2

4
1

x y z
x y z

+ + =

+ + =

则表面 取外侧

取内侧

Ω是两个同心球面之间的区域（一维单连通区域）,
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（2）高斯公式成立的条件： Σ光滑或分片光滑，
P、Q、R在Ω上一阶偏导连续。

（3）Σ不闭合时，采取“补面”的方法：Σ+Σ1 封
闭，所围区域Ω。

前提：易于计算

1

( )P Q R dv Pdydz Qdzdx Rdxdy
x y zΩ Σ

∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂∫∫∫ ∫∫和

1 1+
=

Σ Σ Σ Σ
−∫∫ ∫∫ ∫∫

（4） P、Q、R在Ω内的某个点一阶偏导不连续，则
采取“挖洞”的方法
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例1 用Gauss公式计算

其中∑为柱面

闭域 Ω 的整个边界曲面的外侧. 

解 这里

利用Gauss公式, 得

原式 = ∫∫∫Ω − zyxzy ddd)( 对称性

zzrr ddd
3
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0 ∫∫∫−=
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9π−=

x

3

o

z

1 y

,)( xzyP −= ,0=Q yxR −=

及平面z = 0,z = 3所围空间

思考 若 ∑ 改为内侧, 结果有何变化? 

d d dz x y z
Ω

= −∫∫∫

( ) d( )d d dx y zy yx y z x
∑

− −+∫∫
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例2  利用Gauss 公式计算积分

其中∑为锥面 222 zyx =+
∑

h

o

z

y
x解 作辅助面

,:1 hz =∑ ,:),( 222 hyxDyx yx ≤+∈ 取上侧

∫∫ ∑+∑
=

1
(I ∫∫∑−

1
Szyx d)coscoscos)( 222 γβα ++

0,21 ===Σ γβα π上在

介于z = 0及

之间部分的下侧. 

1,∑∑记

h1∑

所围区域为Ω,则

∫∫∫Ω ++= zyxzyx ddd)(2
1

2 dz S
∑

−∫∫

( 0)z h h= >
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∫∫∫Ω= zyxz ddd2 yxh
yxD

dd2∫∫−

4

2
1 hπ−=∫=
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∑
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例2  计算

222 zyx =+

z =  h 之间部分的下侧. 

其中∑为锥面 介于z = 0及

1: ,z h∑ = 2 2 2( , ) :x yx y D x y h∈ + ≤

4

0
2

zD

h
dxdz hyz d π= −∫∫∫

2 2 2:zD x y z+ ≤
∫∫∫Ω ++= zyxzyxI ddd)(2

1

2 dz S
∑

−∫∫
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例3

.dddddd)( 2223∫∫Σ −−+= yxzxxzyzxzyxzxI
设Σ为曲面 21,2 22 ≤≤−−= zyxz 取上侧, 求

解

作取下侧的辅助面

1:1 =Σ z 1:),( 22 ≤+∈ yxDyx yx

=I ∫∫∫∫
ΣΣ+Σ

−
11

∫∫∫Ω= zyx ddd yxx dd)( 2−∫∫
xyD)1(−−

∫=
π

θ
2

0
d ∫

1

0
d rr ∫−

π
θθ

2

0
2 dcos 4

π
=

1

z

o
x

y

2

1
Σ

1Σ

用柱坐标 用极坐标

3 2 2 2, ,P x z x Q x yz R x z= + = − = −

1P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
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例4. 计算曲面积分

其中, ,222 zyxr ++= .: 2222 取外侧Rzyx =++Σ

解:

zyx
R

ddd31
3 ∫∫∫Ω=

思考: 本题∑改为椭球面 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

时,应如何

计算 ?
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例5. 计算曲面积分

其中, ,222 zyxr ++=
2 2 2

2 2 2: 1 .x y z
a b c

Σ + + = 取外侧

解:

所以除原点外处处有

3 3 3, , ,x y zP Q R
r r r

= = = ( , , ) (0,0,0)x y z ≠当 时，

2 2 2 2

5 5
3 3,Q r y R r z
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∂ − ∂ −

= =
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3 3 ,

xr x rP r xr
x r r

− ⋅∂ −
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∂
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在椭球面内作辅助小球面 2 2 2 2
1 : x y z ε∑ + + =

取外侧。 1∑ ∑ Ω记 和 所围的区域为 ，则

1 1∑−∑ ∑
= +∫∫ ∫∫ 

3
1 3d d dx y z
ε ′Ω

= ∫∫∫

1
3 3 30 d d d d d dx y zdv y z z x x y

r r r∑
Ω

= + + +∫∫∫ ∫∫

1
3

1 d d d d d dx y z y z x z x y
ε Σ

= + +∫∫ 1Σ

′Ω

取外侧，

所围区域记为
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9.2.1:类似于推论

1∑ ∑ Ω若封闭曲面 与 所围的一维单连通区域 ，

, ,P Q R Ω函数 在区域 上的一阶偏导数连续

0P Q R
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
且

1
Pdydz Qdzdx Rdxdy Pdydz Qdzdx Rdxdy

∑ ∑
+ + = + +∫∫ ∫∫ 

1∑ ∑ 同与 为 侧曲面，则

1
−∑+∑∫∫证：

1
0

−∑ ∑
+ =∫∫ ∫∫ 

1
0

∑ ∑
− =∫∫ ∫∫ 

0dv
Ω

= ±∫∫∫
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二、通量与散度

引例 设稳定流动的不可压缩流体的密度为1, 速度场为

kzyxRjzyxQizyxPzyxv ),,(),,(),,(),,( ++=

理意义可知,  

设Σ为场中任一有向曲面, 

∫∫Σ ++=Φ yxRxzQzyP dddddd

单位时间通过曲面Σ 的流量为

则由对坐标的曲面积分的物

由两类曲面积分的关系, 流量还可表示为

( )∫∫Σ ++=Φ SRQP dcoscoscos γβα

∫∫Σ ⋅= Snv d

Σ
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定义 设向量场

kzyxRjzyxQizyxPzyxA ),,(),,(),,(),,( ++=

其中P, Q, R 具有连续一阶偏导数,Σ是场内的一片有向

则称曲面,其单位法向量 n, ∫∫Σ ⋅ SnA d

为向量场 通过有向曲面 Σ 的通量(流量)。A


若Σ为方向向外的闭曲面,则单位时间通过Σ的流量为

( )cos cos cosPdydz Qdzdx Rdxdy P Q R dSα β γ
Σ ∑

+ + = + +∫∫ ∫∫ 

也称为单位时间里从Σ所围区域流出或者散发出的量。
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定义

Ω

设有向量场

kzyxRjzyxQizyxPzyxA ),,(),,(),,(),,( ++=

其中P, Q, R 具有连续一阶偏导数, M(x, y, z)是场中任意一

点，Σ是场内包含该点的一个分片光滑的封闭曲面, 

都存在，则称此极限为向量场A在点M的散度(divergence)。

记作 Adiv

Ω

z
R

y
Q

x
PA

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=div

散度为一数量，

表示场中某一点处通量对体积的变化率

Ω内任意点处的散度为

它所围区域 的体积为V。如果当 以任意方式向点M 收缩
时，极限
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div A


( )Mz
R

y
Q

x
P

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

divA d S Adv
Σ Ω

=⋅∫∫ ∫∫∫
 



( )Pdydz Qdzdx Rdxdy Q dP R
x y z

v
Σ Ω

∂ ∂ ∂
+ +
∂

+ =
∂ ∂

+∫∫ ∫∫∫

高斯公式

( , , )ξ η ζ ∈ Ω其中

∫∫Σ ⋅ SnA d =

1lim  d
M

A n S
VΩ→

∑

⋅= ∫∫
 



d1lim
M

P Q R v
x yV zΩ→ Ω

 ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

= ∫∫∫

( , , )
d

lim
M

P Q R v
x y z

V
ξ η ζ

→

Ω

Ω

 ∂ ∂ ∂
+ + ⋅ ∂ ∂ ∂

=  
∫∫∫



17

思考与练习

所围立体, 判断下列演算是否正确?

(2) yx
r
zxz

r
yzy

r
x dddddd 3

3

3

3

3

3
++∫∫Σ

=

= ∫∫∫Ω= vR d3 24 Rπ=

3
1

R
yxzxzyzyx dddddd 333 ++∫∫Σ

3
1

R ∫∫∫Ω ++ vzyx d)(3 222

Ω为Σ

(1) yx
r
zxz

r
yzy

r
x dddddd 3

3

3

3

3

3
++∫∫Σ

[ ( ) ( ) ( )] v
r
z

zr
y

yr
x

x
d3

3

3

3

3

3

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ∫∫∫Ω =
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内容小结

1. 高斯公式及其应用

公式: ∫∫Σ ++ yxRxzQzyP dddddd

( ) zyx
z
R

y
Q

x
P ddd

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ∫∫∫Ω

应用: (1) 计算曲面积分

(非闭曲面时注意添加辅助面的技巧)

(2) 推出闭曲面积分为零的充要条件: 

0dddddd =++∫∫Σ yxRxzQzyP

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
R

y
Q

x
P
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2. 通量与散度

设向量场 P, Q, R, 在域G内有

连续的一阶偏导数, 则

向量场通过有向曲面 Σ 的通量为

G 内任意点处的散度为

),,,( RQPA =

SnA d∫∫Σ ⋅

z
R

y
Q

x
PA

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=div
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